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Kurzfassung

Ein bewahrtes laseroptisches MelRsystem fiir PartikelgroRen in Sprihprozessen ist das Pha-
sen-Doppler-Anemometer (PDA). Seine Anwendung setzt eine spharische Form der Partikel
(Tropfen) voraus. Doch treten im praktischen Einsatz auch Abweichungen von der Kugelform
und damit Fehler bei der PDA-Messung auf. Ein Modell fiir verformte Tropfen ist das Rota-
tionsellipsoid (Spharoid). Es wird mit diesem Beitrag eine entsprechende Erweiterung der
theoretischen Grundlagen des Standard-PDA vorgenommen. Dies flhrt fur die Anwendung
auf spharoide Partikel im Reflexionsmodus auf analytische Losungen fiir die Halbachsen-
Phasen-Beziehungen. In diesem Rahmen sind dann spharische Partikel ein Sonderfall. Flr
den Brechungsmodus verbleibt ein nichtlineares Gleichungssystem. Bei wenig verformten
Partikeln ist die numerische Lésung unproblematisch, da ein Startwert unter der Annahme
der Kugelform analytisch berechnet werden kann. Im Vergleich zum Standard-PDA sind wei-
tere Empfangerpaare mit abgestuft ausgewahlten Elevationswinkeln erforderlich. Justage-
problemen kann durch den Einsatz von Detektorarrays begegnet werden.

Einleitung

Die Messung von Tropfen- und PartikelgroRen ist von Bedeutung fir die Optimierung von
Spritz- und Zerstaubungsprozessen. Anwendungsgebiete sind z. B. die Spritzlackierung,
pharmazeutische Sprays, Spritzen landwirtschaftlicher Kulturen, die Spriihtrocknung in der
Verfahrenstechnik und die Kraftstoffeinspritzung in Motoren. Ein verbreitet eingesetztes la-
seroptisches Partikelgrofen-Melsystem, das Phasen-Doppler-Anemometer (PDA), setzt in
seiner bisherigen Form eine spharische Oberflache der Partikel voraus, was fir kleine Trop-
fen wegen der dann vorhandenen Dominanz der Oberflachenspannung auch erfiillt ist. Doch
treten besonders bei groReren Tropfen durch aulere Krafte und Tropfendynamik Abwei-
chungen von der Kugelform und damit MeRfehler auf. Ein einfaches Modell fir verformte
Tropfen ist das Rotationsellipsoid (Sphéaroid). Als Voraussetzung fur die Anwendung des
PDA auf spharoide Partikel wurde bisher deren Lichtstreuung analysiert, siehe Lock 1996,
Schelinsky 2002. Als mégliche Meflanordnung fir verformte Partikel wurde das Dual-Mode-
Phasen-Doppler-System vorgeschlagen, siehe Damaschke et al 1998, welches aus der
Kombination eines Standard- mit einem Planar-PDA besteht und im Prinzip orthogonale
Krimmungsradien messen kann. Jedoch werden daflir zwei Sendestrahlpaare erforderlich
und die Empfindlichkeit der planaren Komponente ist verringert. Nachfolgend werden die
theoretischen Grundlagen des Phasen-Doppler-Anemometers in einer solchen Form entwi-
ckelt, dal® Freiheitsgrade in Bezug auf die Wahl der Empfangerpositionen erhalten bleiben
und sphéaroide Partikelformen (und im Prinzip auch andere) in die Analyse einbezogen wer-
den kdnnen. Dabei werden wie allgemein Ublich je nach ausgenutzter Streulichtordnung Re-



flexions- und Brechungsmodus unterschieden. Bezlglich der Konfiguration und Funktion des
PDA-MeRaufbaus sei auf Albrecht et al 2003 verwiesen.

1. Reflexionsmodus

Empféanger i Auf jeder Empfangerapertur Gberlagern sich die
von den Sendestrahlen herrihrenden und an
den beiden Wechselwirkungspunkten auf der
Partikel reflektierten Wellen (vgl. Abb. 1). Der
Abstand der Empfanger vom MeRvolumen
Ei0 Ei0 (Kreuzungsbereich der Laserstrahlen) ist im
Vergleich zu den Abmessungen der Partikel sehr
10 grof3. Die Empfangerapertur wird als punktférmig
9/2 X B angenommen. Damit sind die Richtungsvektoren
X von den Wechselwirkungspunkten zum Empfan-

ger gleich. Die Lage der Wechselwirkungspunkte
20 Ril ist von den Sendestrahlrichtungen sowie von
Partikelform und Grofle abhangig. Die Phasen-
verschiebungen der Intensitatssignale sind den
optischen Weglangendifferenzen proportional.

\ A Dann gilt fur die Phasendifferenz der Interfe-

| 27 renzsignale der Empfanger Gl. (1), siehe auch
Abb. 1: Reflexion an der Partikeloberfliche =~ Krambeer 2003:

N~
~Nd

'

Ny

k

Partikel-
oberfliche Ri2

Ny

[(’7510 - klo);”;m - (’_;EIO - kzo)’lez} o
AD =D, -D, =k, - - (1)
- [(”Ezo - klO)rRzl - (rEZO - kZO)rR22:|
17R,.j Ortsvektor des Reflexionspunktes des j-ten Laserstrahls auf dem Weg zum i-ten Emp-

fanger auf der Oberflache der Partikel. Die Reflexionspunkte missen das Reflexionsgesetz
(siehe Haferkorn 2003) erfillen. Die Normaleneinheitsvektoren 7,,, der Reflexionspunkte

auf der Partikeloberflache ergeben sich deshalb zu:

’_;EiO_ij = 2<1_’7Eiokjo)’ﬁ1zzjo (2)
Damit wird aus GI.(2)
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- [\/ 2(1 - klO’_;EZO) ' ﬁ21077;?21 R, 2(1 - kzoszo) : ﬁ2207R22:|

Die Phasendifferenz der Empfangersignale ist also auer von den Richtungsvektoren der
Sendestrahlen und der Empfangerpositionen von den Skalarprodukten der Ortsvektoren der
Reflexionspunkte und der Normaleneinheitsvektoren auf der Partikeloberflache abhangig.
Diese werden von der Form der Partikel bestimmt.

1.1 Sphaérische Partikel
Fir sphéarische Partikel mit dem Radius R gilt

Ty = R Tpyo (4) und Frijo = Ao (5);  woraus folgt  7i,,,7%; = R (6)



wobei der Normaleneinheitsvektor auf der Oberflache fur Reflexion als nach auf3en gerichtet
angesetzt ist. So wird aus Gl. (3)

AD=R-k, {[\/2(1 k) —4201 —?Ew/?zo)j—[\/Z(l k) —2201- fml?zo)j} ()

Damit ist die Proportionalitat zwischen meRbarer Phasendifferenz und Partikelradius ersicht-
lich, welche die Grundlage der Phasen-Doppler-Anemometrie spharischer Partikel ist. Zu
erkennen ist weiter die Abhangigkeit von den zwischen Sendestrahlrichtungen und Emp-
fangsrichtungen eingeschlossenen Winkeln. Dies ermdglichst unter Beachtung der Charakte-
ristik der Lichtstreuung im Raum die Auswahl ginstiger Empfangerpositionen, verdeutlicht
anderseits aber die Abhangigkeit der MeRgenauigkeit von der stabilen Justage der Empfan-
ger, was bei der Konstruktion von PDA-Mel3kdpfen zu beachten ist. Bei beziglich der
yz—Ebene symmetrischer Anordnung der Empfanger und Sendestrahlen gilt

kioFr1o = kyoTpa UNA kyoFpny = kyyFeyo» Was Gl. (7) vereinfacht zu

AD=2R-k, {\/2(1_77510];10) _\/2(1_’75101%0)} (8)

Mit den Komponenten der Richtungsvektoren l;/.o und r;,, erhalt man fir eine symmetrische
Anordnung die bekannten Formeln von Fldgel, siehe Flogel 1987.

1.2 Spharoide Partikel

Grundlage der Berechnung ist wieder Gl. (3). Die Berechnung der Wechselwirkungspunkte
auf der Partikeloberflache erfordert die Berticksichtigung der Spharoidgeometrie sowie der

Orientierung des Spharoids im Raum. Der Ortsvektor ?RUS am Reflexionspunkt und der zu-
gehdrige Normaleneinheitsvektor 7, der Oberflache (nach aulen orientiert) werden in

einem an den Spharoidachsen ausgerichteten Koordinatensystem x,, y,,z; wie folgt darge-
stellt

X ijs E ) 2 P rijoxs

_—_— - _ ~ Xrgs Vris _ _

Tris = | Yags | Mit Zp;s = Dy[1 e —b2 9) Prijos = | Prijoys (10)
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und stehen in folgendem Zusammenhang
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Die Kombination der beiden Gleichungen (11) und (12) ergibt

ﬁRijOS}_ﬁ;?ij'S = \/b2 + (az - bz)”zze;jo.rs = b\l 1- 52”?3170,6 (13)
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Die Orientierung des Spharoids im Raum wird durch eine Koordinatentransformation mit der
Drehmatrix (M) beschrieben, siehe Lock 1996. Wegen der Rotationssymmetrie des Spha-

roids um die x; — Achse genugt die Angabe zweier Drehwinkel, siehe Abb. 2.

bx = x, Es gilt die Transformationsgleichung
Xs
F=(M)-7 (19)
mit
cosy 0 —siny

‘‘‘‘‘ s ., (M)=|sindsiny cos§ sindcosy

) Y , cososiny —sind cosocosy
17 s s Dabei ist 7 der Ortsvektor im Koordina-

y

tensystem des MeRaufbaus, 7, der mit

dem Achsensystem des Spharoids ver-
bundene und um die Winkel 6 und y ge-

Abb. 2: Spharoid in beliebiger Orientierung drehte Ortsvektor. Es gilt (M) =(M)".
Die in den abgeleiteten Beziehungen auf-
tretenden Skalarprodukte l;jOFEiO sind unabhangig vom verwendeten Koordinatensystem. Mit
dem Reflexionsgesetz Gl. (2) im Spharoidkoordinatensystem hat man
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Die Darstellung dieses Terms in den Koordinaten des MeRsystems lautet

Trioes —Kjous = 1 +(Forg =K (17)
m,: erste Spalte der Transformationsmatrix (M): m, =(cosy sindsiny cosdsin y)T .
Damit gilt auf Grundlage von Gl. (3) fUr ein gedrehtes Sphéaroid:

AD = bk \/2(1 _l;]o?Elo) —-& [}711 (7510 _Elo)T 3 \/2(1 _];20’7510) _ g2 [”’7‘1 <?E10 _EZO)]z ~ .
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Es sind Naherungen fur kleine Exzentrizitdten mdglich. Die genaherte Darstellung flur eine
symmetrische Empfangeranordnung ist:

|:\/2(1 - Ig]oFElo) - \/2(1 - lgzoFElo)} -
02001 [~ 4[] [l )] [ )]
4 «/2(1—/_(.1017510) \/2(1_1%0’7510)

fur e 1. (18)




Es bleibt jedoch bei einem nichtlinearen Zusammenhang fur die unbekannten GréRRen. Die
Messung der Parameter einer Partikel auf dieser Basis erfordert wenigstens vier MeRwerte,
also vier Empfangerpaare. Die daraus folgende Notwendigkeit, den entsprechend der Streu-
lichtanalyse ermittelten Bereich moglicher Empfangerpositionen weiter zu unterteilen, fuhrt
tendenziell zu starkeren Auswirkungen von Melfehlern. Justageproblemen ist durch die
Verwendung von Sensorarrays zu begegnen, siehe Schelinsky 2002 und Schelinsky et al
2003. Es ist dann fur die Auswertung ein auf der Basis von Gl. (17) oder (18) gebildetes
nichtlineares Gleichungssystem (zu l6sen, wobei die Startwerte mit £ =0, 6 =0, y =0und

b= R gewahlt werden kénnen und R aus einem ausgewahlten PhasendifferenzmeRwert mit
Gl. (7) bzw. (8) ermittelt wird.

2. Brechungsmodus

Der Verlauf eines Strahls durch eine Partikel ist in Abb. 3 skizziert. Die Phase des Interfe-
renzsignals auf dem i -ten Empfanger ist:

©, = |:_kMkIOVeil — kAL, (rail —Fen ) — Ky P (rEl ~lan )] -

. (19)
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Abb. 3: Strahlengang durch die Partikel bei Brechung

Der Ortsvektor 7, des Empféangers hebt sich in Gl. (19) heraus. Weiterhin wird GI. (20) in GI.
(19) bericksichtigt:
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Die Phasendifferenz der Interferenzsignale eines Empfangerpaars ist somit:

AD =k, |:_k10rell + kol + T (rall - 7212)]_]% ( ot = Tent| = (a2 — ez )_
- (22)
_{kM |:_k10re21 + ko0 + Ty (ra21 TS )} kp ( Taor = Teat| ~ [faz — ez )}

Nachfolgend wird das Brechungsgesetz (siehe Haferkorn 2003) sowohl auf die Eintritts- wie
auch auf die Austrittsorte angewendet.



0" "eij0

Eintrittsorte:  k,, [IEOJ - (l; n )’@go} =k, [Al?jo - (A’@oﬁeyo)ﬁeyo] (23)

Austrittsorte: K, | A7, — (A0 )0 | = o Frio = (Frofhago ) o | (24)

wobei die Normaleneinheitsvektoren n n

eij0?
am Eintrittsorts in die Partikel hinein, am Austrittsort heraus orientiert sein sollen.

.o dem allgemeinen Strahlenverlauf folgend

2.1 Spharische Partikel

Fur spharische Partikel kann gesetzt werden
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weshalb aus Gl. (20) folgt:

Foo—F.

_ laij0 eij0
Aty =17 (27)

Faijo — Teijo

In Verbindung mit den Gin. (23) und (24) lassen sich nun die Ortseinheitsvektoren der
Wechselwirkungspunkte berechnen:

Ejo(n - 2(1 + EJOFEiO)] + Ty
Eintrittspunkt: 7., = (28)

eijo _\/m\/l+n2 —”m

fm(n —y2(1+% jOfEio)) Tk,
Austrittspunkt: 7 ., = (29)

mit der relativen Brechzahl n :k—”. Mit diesen Beziehungen folgt Aﬁjo zu
M

k. +7.
AP, =—= F0 (30)

ij0 T -
\/2(1 +kj0rEiO)
Weiter wird aus Gl. (22):
—\/1 0’ =21+ k7 +\/l+n2 — 1 2(1+ Ky ) =
—[—\/14-}’12 —n1/2(1+/€017E20) +\/1+”2 —n\/2(1+1€oz’7£20)j

AD =2k, R




Ein symmetrischer MeRaufbaus fiihrt zu

AD = 4kMR[—\/1 +n’ —n, /2(1 kg ) + \/1 +n*=n 21+ 12207»'510)} (32)

Das Einsetzen der Komponenten von Ejo und 7, ergeben sich die haufig zitierten Formeln

von Flégel fir den Brechungsmodus, vgl. Flégel 1987.
2.2 Spharoide Partikel

Fir diesen Fall ist keine geschlossene Darstellung der Phasendifferenz der Empfangersigna-
le in Abhangigkeit von den Geometriedaten des MeRaufbaus und der Partikel erreichbar, wie
sie fur den Reflexionsmodus fir kugel- und ellipsoidférmige Partikel und fir den Brechungs-
modus fur kugelférmige Partikel gegeben sind. Dies liegt daran, dal} bei spharoider Form die
Normaleneinheitsvektoren der Oberflache nichtlinear mit den zugehoérigen Ortsvektoren zu-
sammenhangen. Es entfallt damit die bei der Kugel mogliche Vereinfachung Gl. (27) bzw. Gl.
(30). Es ist also eine numerische Berechnung der Koordinaten der Wechselwirkungspunkte
(Ein- und Austrittspunkte) erforderlich. Die so ermittelten Werte werden in Gl. (22) eingesetzt
und ergeben die Phasendifferenzen. Die nachfolgende Darstellung beschrankt sich auf axial
ausgerichtete, also in der Strémung ,eingeregelte® Partikel. (Eine Erweiterung flr beliebig
orientierte Partikel ist nach dem flr Reflexion giiltigen Muster durchfiihrbar.) Fur die Bestim-
mung der beiden Halbachsen missen zwei Empfangerpaare verwendet werden, bei beliebig
orientierten Partikeln nochmals zwei mehr. Nachfolgend wird das Gleichungssystem fur den

Verlauf des Sendestrahls IEJ. durch die Partikel hindurch zum Empfanger i des v —ten Emp-
fangerpaars zusammengestellt:

Phasendifferenz des v -ten Empfangerpaars (v =1, 2):

{ 107e11v +k20 ei2v T 100 (rallv _’/;112v)_n|:ra11v ~Fev| T [farzy T Feraw }}_
(33)
ky { klO e2ly +k20re'22v + Feoo, (’:1211/ razzv)_n[razw T Vo | T |fan2y T Teaw ]}

Koordinaten von Eintritts- und Austrittspunkt an der Partikeloberflache im Verlaufe eines
Sendestrahls:

Foijy = (xeijv Yeijy Zeijv)T (34) ,_ilijv = ('xaijv Yaiiy  Zaijy )T (35)

Fir die Normalen-Einheitsvektoren gilt:

1 bzxev 1 bz‘xav

= - 2 = 2

nei'Ov = a yev (36) nai'Ov = a yav (37)
' b\/a4 +(b2 —az)xfijv az ' b\/a4 +(b2 —az)xijv 4z

Nachfolgend wird der Vektor Ar, mittels Gl. (20) aus den GIn. (23) und (24) eliminiert:

g - — n = — . . - -
kOj - (kOjneijOV)nez'jOV = I_; — {}/;tijv - reljv _|:(}/;1ijv - reijv)neijOV:'net'jOV} (38)

aijv eijy
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Peioy — (rEiOVnaijOV )nai/'Ov =1z =1V ap Yoy T ':(raiiv Ve )”a;‘wv]na;‘mv (39)

aijv eljv

Durch Einsetzen der Gin. (36) und (37) in die GIn. (38) und (39) lielRe sich die Anzahl der
Gleichungen weiter verringern, wodurch jedoch die verbleibenden Gleichungen unibersicht-
lich werden, weshalb hier darauf verzichtet wird. Die Anwendung der gewonnenen Bezie-
hungen fur PDA-Messungen an Spharoiden, d. h. die Bestimmung der unbekannten Halb-
achsenwerte a,b — die relative Brechzahl n sei bekannt — ist in folgender Weise mdglich.

Bei Verwendung von zwei Sendestrahlen und insgesamt vier Empfangern (in zwei Paaren)
ergeben sich je Empfanger vier Wechselwirkungspunkte, also insgesamt 16 unbekannte

Ortsvektoren. Es werden je Partikel zwei Phasendifferenzwerte A®,, A®, gemessen. Dann

ist fir die Berechnung der Spharoidhalbachsen die Gl. (33) fir jedes der beiden Empfanger-
paare aufzustellen: GIn. (33.1) und GI. (33.2). Diese sowie die GIn. (36) bis (39) (mit unter-
schiedlichen Ortsvektoren der Wechselwirkungspunkte) mit insgesamt 50 skalaren Glei-
chungen sind zu einem System zusammenzufassen und numerisch zu l8sen. Als Startwert
kann die Gleichheit der Halbachsen bei Berechnung dieses Wertes mittels Gl. (31) bzw. (32)
mit einem der MelRwerte angesetzt werden. Eine Erweiterung flr beliebig orientierte Partikel
ist mit Hilfe zweier weiterer Empfangerpaare moglich (Losung eines Systems von 100 Glei-
chungen).
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