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Kurzfassung 
 
Ein bewährtes laseroptisches Meßsystem für Partikelgrößen in Sprühprozessen ist das Pha-
sen-Doppler-Anemometer (PDA). Seine Anwendung setzt eine sphärische Form der Partikel 
(Tropfen) voraus. Doch treten im praktischen Einsatz auch Abweichungen von der Kugelform 
und damit Fehler bei der PDA-Messung auf. Ein Modell für verformte Tropfen ist das Rota-
tionsellipsoid (Sphäroid). Es wird mit diesem Beitrag eine entsprechende Erweiterung der 
theoretischen Grundlagen des Standard-PDA vorgenommen. Dies führt für die Anwendung 
auf sphäroide Partikel im Reflexionsmodus auf analytische Lösungen für die Halbachsen-
Phasen-Beziehungen. In diesem Rahmen sind dann sphärische Partikel ein Sonderfall. Für 
den Brechungsmodus verbleibt ein nichtlineares Gleichungssystem. Bei wenig verformten 
Partikeln ist die numerische Lösung unproblematisch, da ein Startwert unter der Annahme 
der Kugelform analytisch berechnet werden kann. Im Vergleich zum Standard-PDA sind wei-
tere Empfängerpaare mit abgestuft ausgewählten Elevationswinkeln erforderlich. Justage-
problemen kann durch den Einsatz von Detektorarrays begegnet werden. 
 
Einleitung  
 
Die Messung von Tropfen- und Partikelgrößen ist von Bedeutung für die Optimierung von 
Spritz- und Zerstäubungsprozessen. Anwendungsgebiete sind z. B. die Spritzlackierung, 
pharmazeutische Sprays, Spritzen landwirtschaftlicher Kulturen, die Sprühtrocknung in der 
Verfahrenstechnik und die Kraftstoffeinspritzung in Motoren. Ein verbreitet eingesetztes la-
seroptisches Partikelgrößen-Meßsystem, das Phasen-Doppler-Anemometer (PDA), setzt in 
seiner bisherigen Form eine sphärische Oberfläche der Partikel voraus, was für kleine Trop-
fen wegen der dann vorhandenen Dominanz der Oberflächenspannung auch erfüllt ist. Doch 
treten besonders bei größeren Tropfen durch äußere Kräfte und Tropfendynamik Abwei-
chungen von der Kugelform und damit Meßfehler auf. Ein einfaches Modell für verformte 
Tropfen ist das Rotationsellipsoid (Sphäroid). Als Voraussetzung für die Anwendung des 
PDA auf sphäroide Partikel wurde bisher deren Lichtstreuung analysiert, siehe Lock 1996, 
Schelinsky 2002. Als mögliche Meßanordnung für verformte Partikel wurde das Dual-Mode-
Phasen-Doppler-System vorgeschlagen, siehe Damaschke et al 1998, welches aus der 
Kombination eines Standard- mit einem Planar-PDA besteht und im Prinzip orthogonale 
Krümmungsradien messen kann. Jedoch werden dafür zwei Sendestrahlpaare erforderlich 
und die Empfindlichkeit der planaren Komponente ist verringert. Nachfolgend werden die 
theoretischen Grundlagen des Phasen-Doppler-Anemometers in einer solchen Form entwi-
ckelt, daß Freiheitsgrade in Bezug auf die Wahl der Empfängerpositionen erhalten bleiben 
und sphäroide Partikelformen (und im Prinzip auch andere) in die Analyse einbezogen wer-
den können. Dabei werden wie allgemein üblich je nach ausgenutzter Streulichtordnung Re-



  

flexions- und Brechungsmodus unterschieden. Bezüglich der Konfiguration und Funktion des 
PDA-Meßaufbaus sei auf Albrecht et al 2003 verwiesen. 
 
1. Reflexionsmodus 
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Abb. 1: Reflexion an der Partikeloberfläche 

Auf jeder Empfängerapertur überlagern sich die 
von den Sendestrahlen herrührenden und an 
den beiden Wechselwirkungspunkten auf der 
Partikel reflektierten Wellen (vgl. Abb. 1). Der 
Abstand der Empfänger vom Meßvolumen 
(Kreuzungsbereich der Laserstrahlen) ist im 
Vergleich zu den Abmessungen der Partikel sehr 
groß. Die Empfängerapertur wird als punktförmig 
angenommen. Damit sind die Richtungsvektoren 
von den Wechselwirkungspunkten zum Empfän-
ger gleich. Die Lage der Wechselwirkungspunkte 
ist von den Sendestrahlrichtungen sowie von 
Partikelform und Größe abhängig. Die Phasen-
verschiebungen der Intensitätssignale sind den 
optischen Weglängendifferenzen proportional. 
Dann gilt für die Phasendifferenz der Interfe-
renzsignale der Empfänger Gl. (1), siehe auch 
Krambeer 2003: 
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Rijr  Ortsvektor des Reflexionspunktes des j -ten Laserstrahls auf dem Weg zum i -ten Emp-
fänger auf der Oberfläche der Partikel. Die Reflexionspunkte müssen das Reflexionsgesetz 
(siehe Haferkorn 2003) erfüllen. Die Normaleneinheitsvektoren nRij0  der Reflexionspunkte 
auf der Partikeloberfläche ergeben sich deshalb zu: 

( )0 0 0 0 02 1Ei j Ei j Rijr k r k n− = − ⋅           (2) 

Damit wird aus Gl.(2) 
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Die Phasendifferenz der Empfängersignale ist also außer von den Richtungsvektoren der 
Sendestrahlen und der Empfängerpositionen von den Skalarprodukten der Ortsvektoren der 
Reflexionspunkte und der Normaleneinheitsvektoren auf der Partikeloberfläche abhängig. 
Diese werden von der Form der Partikel bestimmt. 
 
1.1 Sphärische Partikel 
 
Für sphärische Partikel mit dem Radius R  gilt 
 

0Rij Rijr R r= ⋅   (4)   und  0 0Rij Rijr n=  (5);    woraus folgt    n r RRij Rij0 =      (6) 



  

 
wobei der Normaleneinheitsvektor auf der Oberfläche für Reflexion als nach außen gerichtet 
angesetzt ist. So wird aus Gl. (3) 
 

[ ] [ ]{ }∆Φ = ⋅ − − − − − − −R k r k r k r k r kM E E E E2 1 2 1 2 1 2 110 10 10 20 20 10 20 20( ) ( ) ( ) ( )    (7) 

 
Damit ist die Proportionalität zwischen meßbarer Phasendifferenz und Partikelradius ersicht-
lich, welche die Grundlage der Phasen-Doppler-Anemometrie sphärischer Partikel ist. Zu 
erkennen ist weiter die Abhängigkeit von den zwischen Sendestrahlrichtungen und Emp-
fangsrichtungen eingeschlossenen Winkeln. Dies ermöglichst unter Beachtung der Charakte-
ristik der Lichtstreuung im Raum die Auswahl günstiger Empfängerpositionen, verdeutlicht 
anderseits aber die Abhängigkeit der Meßgenauigkeit von der stabilen Justage der Empfän-
ger, was bei der Konstruktion von PDA-Meßköpfen zu beachten ist. Bei bezüglich der 
yz − Ebene symmetrischer Anordnung der Empfänger und Sendestrahlen gilt 

k r k rE E10 10 20 20=  und k r k rE E10 20 20 10= , was Gl. (7) vereinfacht zu 
  

{ }∆Φ = ⋅ − − −2 2 1 2 110 10 10 20R k r k r kM E E( ) ( )         (8) 

Mit den Komponenten der Richtungsvektoren k j0  und rEii0  erhält man für eine symmetrische 
Anordnung die bekannten Formeln von Flögel, siehe Flögel 1987. 
 
1.2 Sphäroide Partikel 
 
Grundlage der Berechnung ist wieder Gl. (3). Die Berechnung der Wechselwirkungspunkte 
auf der Partikeloberfläche erfordert die Berücksichtigung der Sphäroidgeometrie sowie der 
Orientierung des Sphäroids im Raum. Der Ortsvektor RijSr  am Reflexionspunkt und der zu-

gehörige Normaleneinheitsvektor 0Rij Sn  der Oberfläche (nach außen orientiert) werden in 

einem an den Sphäroidachsen ausgerichteten Koordinatensystem , ,S S Sx y z  wie folgt darge-
stellt  
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und stehen in folgendem Zusammenhang 
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Die Kombination der beiden Gleichungen (11) und (12) ergibt 
 

( )2 2 2 2 2 2
0 0 01Rij S RijS Rij xS Rij xSn r b a b n b nε= + − = −                   (13) 

mit 
2

2
21 a
b

ε = −   (ε : numerische Exzentrizität)                       (14) 



  

Die Orientierung des Sphäroids im Raum wird durch eine Koordinatentransformation mit der 
Drehmatrix ( )M  beschrieben, siehe Lock 1996. Wegen der Rotationssymmetrie des Sphä-

roids um die Sx − Achse genügt die Angabe zweier Drehwinkel, siehe Abb. 2. 

 
Abb. 2: Sphäroid in beliebiger Orientierung 

Es gilt die Transformationsgleichung 
 

( ) Sr M r= ⋅                                            (15)
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Dabei ist r  der Ortsvektor im Koordina-
tensystem des Meßaufbaus, Sr  der mit 
dem Achsensystem des Sphäroids ver-
bundene und um die Winkel δ  und γ  ge-

drehte Ortsvektor. Es gilt ( ) ( )1 TM M− = . 
Die in den abgeleiteten Beziehungen auf- 

tretenden Skalarprodukte 0 0j Eik r  sind unabhängig vom verwendeten Koordinatensystem. Mit 
dem Reflexionsgesetz Gl. (2) im Sphäroidkoordinatensystem hat man 
 

( )0 0 0 0 02 1Ei S j S Ei S j S Rij Sr k r k n− = − ⋅   (16.a);           ( )0 0 0 0 02 1Ei Sx j Sx Ei j Rij Sxr k r k n− = − ⋅   (16.b) 

 
Die Darstellung dieses Terms in den Koordinaten des Meßsystems lautet 

( )0 0 1 0 0Ei xS j xS Ei jr k m r k− = ⋅ −          (17) 

1m : erste Spalte der Transformationsmatrix ( )M : ( )1 cos sin sin cos sin Tm γ δ γ δ γ= .  
Damit gilt auf Grundlage von Gl. (3) für ein gedrehtes Sphäroid: 
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2 2

10 10 1 10 10 20 10 1 10 20

2 2
2 2

10 20 1 20 10 20 20 1 20 20

2(1 ) 2(1 )

2(1 ) 2(1 )

E E E E

E E E E

k r m r k k r m r k
bk

k r m r k k r m r k

ε ε

ε ε

    − − − − − − − −     ∆Φ =  
    − − − − + − − −     

  ( 17 ) 

 
Es sind Näherungen für kleine Exzentrizitäten möglich. Die genäherte Darstellung für eine 
symmetrische Empfängeranordnung ist: 
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Es bleibt jedoch bei einem nichtlinearen Zusammenhang für die unbekannten Größen. Die 
Messung der Parameter einer Partikel auf dieser Basis erfordert wenigstens vier Meßwerte, 
also vier Empfängerpaare. Die daraus folgende Notwendigkeit, den entsprechend der Streu-
lichtanalyse ermittelten Bereich möglicher Empfängerpositionen weiter zu unterteilen, führt 
tendenziell zu stärkeren Auswirkungen von Meßfehlern. Justageproblemen ist durch die 
Verwendung von Sensorarrays zu begegnen, siehe Schelinsky 2002 und Schelinsky et al 
2003. Es ist dann für die Auswertung ein auf der Basis von Gl. (17) oder (18) gebildetes 
nichtlineares Gleichungssystem (zu lösen, wobei die Startwerte mit 0, 0, 0ε δ γ= = = und 
b R=  gewählt werden können und R  aus einem ausgewählten Phasendifferenzmeßwert mit 
Gl. (7) bzw. (8) ermittelt wird.  
 
2. Brechungsmodus 
 
Der Verlauf eines Strahls durch eine Partikel ist in Abb. 3 skizziert. Die Phase des Interfe-
renzsignals auf dem i -ten Empfänger ist:  
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Abb. 3: Strahlengang durch die Partikel bei Brechung 

,eij a ijr r  Ortsvektoren des Ein- und 
des Austrittspunktes des j -ten La-
serstrahls auf dem Weg zum i -ten 
Empfänger, ,M Pk k  Wellenzahlen im 
Medium bzw. im Partikelmaterial, 
∆rij0  Richtungsvektor des j -ten La-
serstrahls zum i -ten Empfänger in-
nerhalb der Partikel: 
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                   (20) 

 
Der Ortsvektor Eir  des Empfängers hebt sich in Gl. (19) heraus. Weiterhin wird Gl. (20) in Gl. 
(19) berücksichtigt: 
 

( ) ( )10 1 20 2 10 1 2 1 1 2 2i M ei ei E a i a i P a i ei a i e ik k r k r r r r k r r r r Φ = − + + − − − − −               ( 21) 

 
Die Phasendifferenz der Interferenzsignale eines Empfängerpaars ist somit: 
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Nachfolgend wird das Brechungsgesetz (siehe Haferkorn 2003) sowohl auf die Eintritts- wie 
auch auf die Austrittsorte angewendet.  



  

 

Eintrittsorte: ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0M j j eij eij P ij ij eij eijk k k n n k r r n n   − = ∆ − ∆       (23) 

 

Austrittsorte: ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0P ij ij aij aij M Ei Ei aij aijk r r n n k r r n n   ∆ − ∆ = −        (24) 

 
wobei die Normaleneinheitsvektoren 0 0,eij aijn n  dem allgemeinen Strahlenverlauf folgend 
am Eintrittsorts in die Partikel hinein, am Austrittsort heraus orientiert sein sollen. 
 
2.1 Sphärische Partikel 
 
Für sphärische Partikel kann gesetzt werden  
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weshalb aus Gl. (20) folgt: 
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In Verbindung mit den Gln. (23) und (24) lassen sich nun die Ortseinheitsvektoren der 
Wechselwirkungspunkte berechnen: 
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Austrittspunkt: 
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mit der relativen Brechzahl P
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Weiter wird aus Gl. (22):  
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Ein symmetrischer Meßaufbaus führt zu  
 

( ) ( )2 2
01 10 20 104 1 2 1 1 2 1M E Ek R n n k r n n k r ∆Φ = − + − + + + − +  

   (32) 

Das Einsetzen der Komponenten von 0jk  und 0Eir  ergeben sich die häufig zitierten Formeln 
von Flögel für den Brechungsmodus, vgl. Flögel 1987. 
 
2.2 Sphäroide Partikel 
 
Für diesen Fall ist keine geschlossene Darstellung der Phasendifferenz der Empfängersigna-
le in Abhängigkeit von den Geometriedaten des Meßaufbaus und der Partikel erreichbar, wie 
sie für den Reflexionsmodus für kugel- und ellipsoidförmige Partikel und für den Brechungs-
modus für kugelförmige Partikel gegeben sind. Dies liegt daran, daß bei sphäroider Form die 
Normaleneinheitsvektoren der Oberfläche nichtlinear mit den zugehörigen Ortsvektoren zu-
sammenhängen. Es entfällt damit die bei der Kugel mögliche Vereinfachung Gl. (27) bzw. Gl. 
(30). Es ist also eine numerische Berechnung der Koordinaten der Wechselwirkungspunkte 
(Ein- und Austrittspunkte) erforderlich. Die so ermittelten Werte werden in Gl. (22) eingesetzt 
und ergeben die Phasendifferenzen. Die nachfolgende Darstellung beschränkt sich auf axial 
ausgerichtete, also in der Strömung „eingeregelte“ Partikel. (Eine Erweiterung für beliebig 
orientierte Partikel ist nach dem für Reflexion gültigen Muster durchführbar.) Für die Bestim-
mung der beiden Halbachsen müssen zwei Empfängerpaare verwendet werden, bei beliebig 
orientierten Partikeln nochmals zwei mehr. Nachfolgend wird das Gleichungssystem für  den 
Verlauf des Sendestrahls jk  durch die Partikel hindurch zum Empfänger i  des ν − ten Emp-
fängerpaars zusammengestellt:  
 
Phasendifferenz des ν -ten Empfängerpaars ( 1, 2ν = ): 
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Koordinaten von Eintritts- und Austrittspunkt an der Partikeloberfläche im Verlaufe eines 
Sendestrahls: 
 

( )Teij eij eij eijr x y zν ν ν ν=      (34)       ( )Taij aij aij aijr x y zν ν ν ν=      (35) 

 
Für die Normalen-Einheitsvektoren gilt: 
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Nachfolgend wird der Vektor 0ijr∆  mittels Gl. (20) aus den Gln. (23) und (24) eliminiert: 
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( ) ( ){ }0 0 0 0 0 0Ei Ei aij aij aij eij aij eij aij aij
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Durch Einsetzen der Gln. (36) und (37) in die Gln. (38) und (39) ließe sich die Anzahl der 
Gleichungen weiter verringern, wodurch jedoch die verbleibenden Gleichungen unübersicht-
lich werden, weshalb hier darauf verzichtet wird. Die Anwendung der gewonnenen Bezie-
hungen für PDA-Messungen an Sphäroiden, d. h. die Bestimmung der unbekannten Halb-
achsenwerte ,a b  – die relative Brechzahl n  sei bekannt – ist in folgender Weise möglich. 
Bei Verwendung von zwei Sendestrahlen und insgesamt vier Empfängern (in zwei Paaren) 
ergeben sich je Empfänger vier Wechselwirkungspunkte, also insgesamt 16 unbekannte 
Ortsvektoren. Es werden je Partikel zwei Phasendifferenzwerte 1 2,∆Φ ∆Φ  gemessen. Dann 
ist für die Berechnung der Sphäroidhalbachsen die Gl. (33) für jedes der beiden Empfänger-
paare aufzustellen: Gln. (33.1) und Gl. (33.2). Diese sowie die Gln. (36) bis (39) (mit unter-
schiedlichen Ortsvektoren der Wechselwirkungspunkte) mit insgesamt 50 skalaren Glei-
chungen sind zu einem System zusammenzufassen und numerisch zu lösen. Als Startwert 
kann die Gleichheit der Halbachsen bei Berechnung dieses Wertes mittels Gl. (31) bzw. (32) 
mit einem der Meßwerte angesetzt werden. Eine Erweiterung für beliebig orientierte Partikel 
ist mit Hilfe zweier weiterer Empfängerpaare möglich (Lösung eines Systems von 100 Glei-
chungen). 
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