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Zusammenfassung 

Aktuelle Particle Tracking Velocimetry (PTV)-Systeme sind aufgrund von hohen Datenraten 
in der möglichen Aufnahmezeit beschränkt. Bilder werden mit hoher Bildwiederholrate 
aufgenommen und unkomprimiert gespeichert, um später die Positionen und Bewegungen 
der Partikel schätzen zu können. Sind jedoch nur wenige Partikel im Bild, so ist der 
Informationsgehalt gering. 
Die vorliegende Arbeit beschreibt einen parametrischen Ansatz für das Problem der 
Partikellokalisierung. Dabei kann jedes Partikel durch zwei Koordinaten und eine Amplitude 
exakt beschrieben werden. Ziel ist es, nur so viele Pixel abzuspeichern, wie notwendig sind, 
um die Parameter zu schätzen. Dadurch kann bei geringen Partikeldichten die Aufnahmezeit 
erheblich verlängert werden. 
Der in der Signalverarbeitung bekannte Ansatz für Finite Rate of Innovation (FRI) Signale, 
also jene mit endlicher Parameteranzahl, wird umfassend dargelegt. Die Machbarkeit des 
vorgeschlagenen Ansatzes wird mit Simulationsergebnissen belegt. 

1 Einführung 

Für aktuelle PIV und PTV-Systeme werden hochaufgelöste Bilder mit hohen Bildwieder-
holraten aufgenommen. Dieses Vorgehen führt zu großen Datenmengen und somit kurzen 
Aufnahmezeiten. Haben die aufgenommenen Bilder jedoch nur eine geringe Partikeldichte, 
wie bei PTV, so ist ihr Informationsgehalt gering. Herkömmliche Komprimierungsverfahren 
liefern hier keine brauchbaren Ergebnisse, da diese zu Artefakten führen, welche die 
Bewegungsschätzung und Lokalisierung der Partikel stören und daher in kommerziellen 
Systemen vermieden werden. Möglich wäre nur die Pixel abzuspeichern, die über einer 
Schwellintensität liegen. Allerdings müssen auch hierfür alle Pixel des Bildes ausgelesen und 
bewertet werden. Das vorliegende Verfahren zeigt einen Komprimierungsansatz, spezifisch 
für PIV und PTV-Aufnahmen, der die Partikelpositionen aus einer reduzierten Anzahl zufällig 
ausgewählter Pixel des Gesamtbildes schätzt. 
In der Signalverarbeitung wurden Ansätze für Finte Rate of Innovation (FRI) Signale 
entwickelt z. B. [1], [2], [3], [4], [5]. Diese befassen sich mit Signalen, die einen geringen 
Informationsgehalt haben. Es wird ausgenutzt, dass die Signale einem parametrischen 
Modell zugrunde liegen, wobei die Anzahl der notwendigen Parameter zur Beschreibung des 
Signals klein ist. Prinzipiell genügt es, so viele Information/Abtastwerte zu akquirieren, wie 
notwendig, um alle Parameter des Signals schätzen zu können. In den referenzierten 
Arbeiten werden Methoden beschrieben, wie der Abtastprozess für solche Signale gestaltet 

9 - 1



   

werden kann. Dazu wird das FRI-Signal in einen Unterraum projiziert, der sich durch die 
gleichen Parameter beschreiben lässt, aber eine niederratige Abtastung erlaubt. Während 
bei PIV/PTV-Anwendungen die Informationen zu einem Partikel nur in dessen direkter 
Umgebung auf dem Bild zu finden sind, ist es hier das Ziel, diese Information auf das ganze 
Bild durch Projektion zu verteilen. Damit können die Parameter unabhängig von den 
Abtastpositionen geschätzt werden. Weitere Publikationen befassen sich mit unterschied-
lichen Signalmodellen und Projektionen [6], [7] oder einer umfassenden theoretischen 
Beschreibung des vorliegenden Problems [8]. 

2 Systembeschreibung 

2.1 Problemstellung 

Für das vorliegende Problem wird eine Bildintensität 
 

 (   )  ∑     (         )

   

   

 (1) 

 

angenommen, resultierend aus dem gestreuten Licht von   Partikeln. Das gestreute Licht 
einer Punktquelle wird durch die Abbildungsoptik mittels einer Punktverwaschungsfunktion 
 (   ) abgebildet. Wird von idealen Partikeln ausgegangen, so können diese als 
punktförmige Quellen für das gestreute Licht angenommen werden  (   )   (   ). 
Weiterhin ist für jedes Partikel die Amplitude des gestreuten Lichts mit    definiert. Die 
Position des  -ten Partikels ist mit den Koordinaten (     ) gegeben. Dabei wird 
angenommen, dass sich die Partikelpositionen auf eine Ebene der Größe       be-
schränken:    (      und    (     . 
In der Signalverarbeitung werden solche Modelle als Signale mit Finite Rate of Inno-
vation (FRI) bezeichnet [1], [2], [3], [4], [5], d. h., sie sind durch einen endlichen Satz an 
Parametern pro Intervall beschreibbar. Für das modellierte Bild sind diese Parameter die 
Amplituden sowie die Koordinaten in zwei Dimensionen für jedes Partikel (   Paramater). 
Für die spätere Schätzung der Partikelpositionen wird die Fourier-Transformierte der 
Bildintensität bestimmt. 
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 (2) 

 

Dabei ist  (     ) abhängig von der Partikel- bzw. Impulsform. Für Dirac-Impulse ist  (     ) 
frequenzunabhängig, d. h. über den gesamten Spektralbereich konstant. 

2.2 Tiefpass-Filterung 

Der ausschlaggebende Teil des vorgeschlagenen Verfahrens betrifft die Detektion oder auch 
Abtastung des kontinuierlichen Bildes. Erstens soll die Datenrate so weit wie möglich 
reduziert werden, um eine länge Beobachtungszeit für PIV/PTV-Anwendungen zu 
ermöglichen. Zweitens werden zur Schätzung der   Positionen {     }   

    mindestens 
      Koeffizienten aus der spektralen Beschreibung  (     ) benötigt. Wird die Abtastrate 
kleiner gewählt, führt dies zu einem unterbestimmten Gleichungssystem und eine zuver-
lässige Schätzung der Positionen wird unmöglich. 
Um die spektrale Beschreibung für die Schätzung zu erhalten, muss zunächst die 
Intensitätsverteilung abgetastet werden. Das Abtasttheorem [9], [10] garantiert die fehlerfreie 
Rekonstruktion der Intensitätsverteilung, erfordert jedoch, dass die höchste auftretende 
Ortsfrequenz kleiner ist als die halbe Abtastrate. Daher wird vor der Abtastung eine 
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Transformation der Intensitätsverteilung mittels Tiefpassfilterung mit dem Sum of Sincs 
(SoS) [6], [7], [11], [12], [13] Filterkern 
 

 (     )  [ ∑         (        )

     

] [ ∑         (        )

     

] (3) 

 

durchgeführt, um die Bandbreite zu reduzieren. Der Filterkern besteht aus einer 
Superposition von |  |  |  |     -Funktionen. Die Funktionen sind derart gegeneinander 
verschoben, dass ihre Nullstellen übereinander liegen und die Koeffizienten 
 

 (     )  {

       
(        )  (        )

 (         )  (          )

             

 (4) 

 

sich nicht gegenseitig stören. Die Mengen    und    bestehen aus ganzen Zahlen und be-
stimmen die genauen Positionen der verschobenen     -Funktionen. Die Koeffizienten     
und     dienen zur Gewichtung der     -Funktionen und sollen ungleich Null sein. 
 

                             (5) 
 

Um ein reellwertiges Tiefpassfilter  (   ) im Ortsbereich zu erhalten, muss die spektrale 
Beschreibung konjugiert symmetrisch sein. Die normierte Bandbreite des Filterkerns kann 
mit |  |   bzw. |  |   angegeben werden. Da, wie zuvor erwähnt, für die Schätzung der 
Positionen {     }   

    mindestens       Koeffizienten erforderlich sind, ergeben sich 
 

|  |       und |  |       (6) 
 

als untere Grenzen für die erforderliche doppelte Bandbreite. 
Die Abbildungen illustrieren den SoS-Filter für eine Dimension,  (       ) für |  |     mit 
rechteckförmiger (links) und dreieckförmiger (rechts) Koeffizientenverteilung    . Dargestellt 
sind die einzelnen     -Funktionen (dünn, unterschiedlich farbig) gewichtet mit den 
Koeffizienten     (Kreuze, blau), sowie die resultierende Gesamtfunktion (fett, blau) in Abb. 1. 

  
Abb. 1: SoS-Tiefpassfilter  (     ) (blau, fett) für  -Dimension mit    {       }, Koeffizienten     
(blau, Kreuze) mit Rechteckverteilung (links) und Dreiecksverteilung (rechts); zusätzlich dargestellt 
sind die einzelnen, gewichteten     -Funktionen (unterschiedliche farbig, dünn) 

Neben der spektralen Beschreibung kann die Beschreibung der Filterfunktion im Ortsbereich 
angegeben werden, 
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deren Ausdehnung sich aufgrund der Rechteck-Funktion exakt auf das Beobachtungs-
intervall       beschränkt. Unter der Annahme eines reellwertigen Tiefpassfilters lassen 
sich die komplexwertigen Exponentialfunktionen zu reellwertigen Kosinus-Termen zusam-
menfassen. Abb. 2 illustriert die eindimensionale Filterfunktion  (     ) für die recht-
eckförmige (links) und eine dreieckförmige (rechts) Koeffizientenverteilung    . Deutlich 
erkennbar ist in beiden Fällen die endliche Ausdehnung des Filterkerns, beschränkt auf das 
Beobachtungsintervall der Größe    (in der  -Dimension). 

  
Abb. 2: SoS-Tiefpassfilter  (   ) für  -Dimension mit    {       }, Koeffizienten     mit 
Rechteckverteilung (links) und Dreiecksverteilung (rechts) 

Für die dargestellten Filterfunktionen im Spektral- und Ortsbereich (Abb. 1 bzw. Abb. 2) 
wurden jeweils die gleichen Koeffizienten     genutzt. Diese wurden derart gewählt, dass 
sich ein energienormiertes Filter ergibt. 
 

∫ | (     )|   

  

  

   bzw. ∑ |   |
 

     

   (8) 

 

Die Anwendung des Filterkerns im Spektralbereich führt zu einer Multiplikation der 
Spektralfunktionen 
 

 (     )   (     )   (     ) (9) 
 

bzw. einer linearen Faltung der Funktionen im Ortsbereich 
 

 (   )   (   )   (   ) . (10) 
 

Ein Kamerasensor soll für das hier gezeigte Vorgehen diese tiefpassgefilterte Abbildung 
generieren. Die Tiefpassfilterung kann dabei nachträglich durch digitale Filter oder eventuell 
auch optisch im Strahlengang realisiert werden. Die optische Generierung hätte direkt den 
Vorteil der Reduktion der auszulesenden Pixel. Für die nachträgliche digitale Filterung 
müsste auch weiterhin der gesamte Sensorchip ausgelesen aber nur eine reduzierte Anzahl 
von Pixeldaten übertragen werden. 
Dabei muss laut Abtasttheorem gelten, dass die minimalen Abtastraten     in  -Dimension 
und     in  -Dimension größer als die jeweils doppelten Bandbreiten sind. Damit lässt sich 
(6) zu  
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  |  |       und   |  |       (11) 
 

erweitern. D. h., in jeder Dimension muss die Anzahl der Abtastwerte (mehr als) doppelt so 
groß wie die Anzahl der Partikel sein. 

2.3 Positionsschätzung 

Für den vorliegenden Ansatz wird für praktische Systeme davon ausgegangen, dass diskrete 
Intensitätswerte zunächst abgespeichert werden. Die Schätzung der Partikelpositionen 
{     }   

    erfolgt dann in einem nachgelagerten Offline-Prozess aus den Intensitätswerten. 
Aus der zweidimensionalen, abgetasteten Bildintensität kann mittels zweidimensionaler, 
diskreter Fourier-Transformation (DFT) die spektrale Beschreibung 
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bestimmt werden. Dabei können bei Einhaltung des Abtasttheorems |  |  |  | Spektral-
koeffizienten ungleich Null bestimmt werden. Um aus den Spektralkoeffizienten die spektrale 
Beschreibung des FRI-Signals (2) zu erhalten, muss die Faltung mit dem Tiefpass rück-
gängig gemacht werden. 
 

 [     ]   (   
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 (13) 

 

Dabei ist jedoch folgendes zu beachten. Eine Multiplikation im diskreten Spektralbereich 
korrespondiert mit einer zirkularen (zyklischen) Faltung 
 

 (   )   (   )   (   ) (14) 
 

im Ortsbereich. Daraus resultiert eine periodische Tiefpassfunktion  (   ). Dies entspricht 
jedoch nicht der Beschreibung eines möglichen optischen Systems bei dem eine lineare 
Faltung (10) durchgeführt wird. Um diese Problemstellung zu lösen, kann entweder die 
Bildinformation  (   ) oder der SoS-Filterkern  (   ) (     )-periodisch sein (oder auch 
beide). In diesem Fall entspricht eine Periode der linear gefalteten Funktionen dem Ergebnis 
einer zyklischen Faltung. 
Die Koeffizienten in (13) können dann genutzt werden, um daraus die unbekannten Partikel-
positionen zu schätzen. Mögliche Schätzalgorithmen sind beispielsweise 2-D ESPRIT [14] 
oder 2-D Unitary ESPRIT [15], [16]. Diese Schätzalgorithmen liefern unter idealen 
Bedingungen exakte Ergebnisse für die Partikelpositionen. Unter praktischen Bedingungen 
wird die Schätzgenauigkeit jedoch beschränkt durch die numerische Genauigkeit, Rauschen, 
das die Abtastwerte beeinflusst, Amplitudenquantisierung oder der nicht-idealen, d. h. nicht 
punktförmigen Abtastung durch den Kamerasensor. 

3 Datenrate 

Ein wesentliches Ziel des beschriebenen Ansatzes ist die Reduzierung der Datenrate bei 
gleichzeitig hoher Lokalisierungsgenauigkeit. Damit soll die mögliche Aufnahmezeit für 
PIV/PTV-Systeme verlängert werden. Ausgehend von aktuellen Systemen soll im Folgenden 
der mögliche Gewinn durch den beschriebenen Ansatz untersucht werden. 
Angenommen wird ein System, welches Bilder mit         ,                   , bei 
einer Framerate von          aufnimmt. Bei acht Bit Amplitudenauflösung resultiert daraus 
eine Datenrate von rund          . Werden diese Daten auf ein RAM der Größe          
geschrieben, so ist die Aufnahmezeit auf wenige Sekunden begrenzt. 
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Wird hingegen der beschriebene Ansatz verwendet, so hängt die resultierende Datenrate 
stark von der Partikeldichte ab. Diese bestimmt die notwendige Bandbreite des SoS-Filter-
kerns (11) und damit auch die erforderliche Abtastrate mit     Abtastwerten. Um den 
vorgestellten Ansatz anwenden zu können, muss eine ausreichende Anzahl an Abtastwerten 
verfügbar sein, damit die Positionen schätzbar sind. 
 

    |  |            |  |       (15) 
 

Für ein Bild der Größe                    ist die maximale Anzahl an Partikeln somit 
auf   

   

 
     pro Bild beschränkt. 

Um den größtmöglichen Gewinn im Sinne der Datenrate bzw. Aufnahmezeit zu erzielen, 
muss die Partikeldichte möglichst gering sein. Dann gilt     und    , was heißt, dass 
eine möglichst kleine Untermenge der Pixel gespeichert wird. 
Für die oben angegebenen Parameter zeigt Abb. 3 den möglichen Gewinn durch den 
vorgestellten Ansatz in Bezug auf die Datenrate (links) bzw. die maximal mögliche 
Aufnahmezeit (rechts). Dabei wird von Bildern der Größe              ausgegangen 
bei einer Bildausleserate von         . Die gestrichelte Linie illustriert den herkömmlichen 
Ansatz, bei dem stets alle Pixel abgespeichert werden, unabhängig von der Partikelanzahl  . 
Die durchgehende Linie hingegen zeigt den möglichen Gewinn für den vorgestellten Ansatz, 
wenn         Pixel ausgelesen werden, wobei die bestmögliche Konfiguration mit 
  |  |       und   |  |       gewählt wurde. Es ist erkennbar, dass sich in 
Abhängigkeit von der Partikelanzahl ein Unterschied von mehreren Größenordnungen ein-
stellen kann. 

  
Abb. 3: Möglicher Gewinn durch den vorgestellten Ansatz (solid) im Sinne der Datenrate (links) bzw. 
der maximalen Aufnahmezeit (rechts) im Vergleich mit der herkömmlichen Methode (gestrichelt, alle 
Pixel werden abgespeichert). Wahl der minimalen Abtastrate mit   |  |       und   |  |  

     

4 Simulationen 

4.1 Beschreibung der Simulationsumgebung 

Für die Simulation wurde ein Werkzeug entwickelt, bei dem unter Angabe der Partikeldichte 
eine Szene mit zufällig angeordneten Partikeln generiert werden kann, die ein 
parametrisierbarer Kamerasensor örtlich abtastet. Dabei kann die Abtastung durch die 
Sensitivität des Sensors und die Pixelanzahl in beiden Dimensionen beeinflusst werden. 
Weiterhin ist die Größe eines Pixels im Vergleich zur Partikelgröße definierbar. Das Hin-
zufügen geeigneter Filter, in diesem Fall ein SoS-Filter, macht es möglich, die punktuellen 
Intensitäten der Szene auf das Sensorabbild zu verteilen. 
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Für die Simulation werden Bilder der Größe             generiert. Die Partikeldichte 
wird mit      Partikeln pro Pixel angenommen. Für statistisch gesicherte Ergebnisse wurden 
    zufällige Partikelverteilungen generiert. Die Intensitäten seien gleichverteilt. Für die 
Tiefpassfilterung wird ein SoS-Filter mit |  |  |  |     und dreieckförmiger Koeffi-
zientenverteilung verwendet. Die Abtastung erfolgt mit           Pixeln bzw. mit 
        Pixeln. Zur Realisierung eines Sensorbildes wird jeder Pixelwert durch 
Integration aus       Sub-Pixeln der generierten Szene bestimmt, welche über eine 
modifizierbare Aperturfunktion gewichtet werden können. Ferner wird die detektierte 
Amplitude mit acht Bit linear quantisiert. Für die Schätzung der Partikelpositionen wird der  
2-D Unitary ESPRIT Algorithmus verwendet. 

4.2 Ergebnisse 

Zur Beurteilung der Schätzgenauigkeit für die Partikelpositionen wird der auf die Bildgröße 
normierte quadratische Fehler 
 

  (
 ̂    

  
)
 

 (
 ̂    

  
)

 

 (16) 

 

für jede geschätzte Partikelposition { ̂   ̂ }   
       bestimmt. Die Schätzgenauigkeit der Ampli-

tuden bleibt unberücksichtigt. Abb. 4 (links) zeigt die relative Häufigkeit des Fehlers. Dabei 
ist zu erkennen, dass für die meisten der Partikel eine subpixelgenaue Positionsbestimmung 
möglich ist. Zusätzlich wird untersucht, wie viele der vorhandenen Partikel pro Bild detektiert 
wurden. Die Anzahl der detektierten Partikel wird mit      bezeichnet. Die relative Häufigkeit 
des Fehlers        ist in Abb. 4 (rechts) dargestellt. Dabei ist zu erkennen, dass die 
Partikelanzahl häufig zu gering geschätzt wird. Diese tritt vor allem bei Partikeln mit kleinen 
Amplitudenwerten auf. Zusammenfassend kann beurteilt werden, dass eine subpixelgenaue 
Lokalisierung von Einzel-Partikeln möglich ist. Diese Genauigkeit lässt sich durch örtliche 
Überabtastung weiter erhöhen. 

  
Abb. 4: Häufigkeit des normierten quadratischer Fehlers   (links) und des Fehlers der geschätzten 
Partikelanzahl      (rechts). SoS-Filterkern mit |  |  |  |     und Abtastrate mit        

   (solid) bzw         (gestrichelt). Schätzung mit 2-D Unitary ESPRIT. 
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