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Zusammenfassung  

 

In diesem Beitrag wird eine Methode vorgestellt, mit der erstmals Geschwindigkeitsfelder mit 
Genauigkeit dritter Ordnung aus PIV-Bildern berechnet werden können. Die Grundidee be-
steht darin, die wahrscheinlichste Stromlinie mit konstanter Krümmung aus dem Verschiebe-
vektorfeld erster oder zweiter Ordnung und dessen räumlichen Ableitungen zu bestimmen. 
Im Beitrag wird die Korrektur von Vektorfeldern  mit Genauigkeit erster oder zweiter Ordnung 
aus theoretischer Sicht beschrieben und an synthetischen PIV-Bildern eines stationären Wir-
bels überprüft. Das entwickelte Verfahren ist sehr allgemein und kann auf verschiedenste 
Auswertemethoden angewendet werden: Fenster-Korrelation basierte PIV, Single-Pixel En-
semble-Korrelation basierte PIV, Particle Tracking Velocimetry oder auf optischem Fluss 
basierte Methoden. Die Korrektur lässt sich ferner für alle 3D Erweiterungen dieser Auswer-
teverfahren anwenden. 
  

 

Einleitung  
 

Particle Image Velocimetry (PIV) ist ein optisches Messverfahren zur Bestimmung von Ge-
schwindigkeitsfeldern in einer Ebene oder in einem Volumen aus der Verschiebung von Par-
tikelbildern innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls für eine bestimmte optische Vergröße-
rung eines Abbildungssystems (Adrian und Westerweel, 2010; Raffel et al, 2007). Jedoch 
wird mit diesem Verfahren nicht etwa die Geschwindigkeit eines Fluides direkt gemessen, 
sondern jeder berechnete Vektor beschreibt lediglich die mittlere Verschiebung der diskreti-
sierten und quantisierten Beugungsbilder von Partikeln innerhalb des Messvolumens. Um 
aus PIV Bilder möglichst viele Information zu extrahieren, muss die Dynamik der Ortsauflö-
sung und die Dynamik der Geschwindigkeitsauflösung maximiert werden (Adrian, 1997). 
Mit der Single-Pixel Ensemble-Korrelation kann die Dynamik der Örtsauflösung – im Ver-
gleich zu herkömmlicher Fenster-Korrelation – wesentlich gesteigert werden, wenn eine gro-
ße Anzahl an PIV-Bildpaaren vorliegt (Westerweel et al, 2004; Kähler et al, 2006; 
Scharnowski et al, 2012). Hohe räumliche Auflösung kann somit bereits bei relativ geringer 
optischer Vergrößerung erreicht werden (Kähler et al, 2012). 
Um auch eine hohe Dynamik der Geschwindigkeitsauflösung zu erreichen, ist eine möglichst 
große Verschiebung der Partikelbilder erforderlich. Andererseits, führt der große zeitliche 
Abstand der beiden Laserpulse zu systematischen Abweichungen im Fall von gekrümmten 
Stromlinien, siehe Abb. 1. 
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Abb. 1: Bahn ohne Krümmung und mit konstanter Krümmung: ermittelt aus den Partikelbildpositionen 

zur Zeit t und t + Δt. 

Wereley und Meinhart (2001) analysierten eine Methode zur Bestimmung von Verschiebe-
vektoren mit Genauigkeit zweiter Ordnung, Scholz und Kähler (2006) erweiterten dieses Ver-
fahren für die Analyse von Single-Pixel Vektorfeldern. Um eine Genauigkeit höherer Ordnung 
zu erzielen, sind im Allgemeinen mehr als zwei Laserpulse erforderlich (Kähler und Kompen-
hans, 2000; Hain und Kähler, 2007). 
Diese Arbeit verfolgt eine andere Herangehensweise: Die Krümmung der Stromlinien soll 
aus den Verschiebevektoren erster Ordnung berechnet werden. Unter der Annahme, dass 
sich benachbarte Stromlinien nicht kreuzen, wird aus den Verschiebevektoren und deren 
Gradienten ein Geschwindigkeitsfeld mit einer Genauigkeit dritter Ordnung rekonstruiert. Der 
Beitrag setz sich aus zwei Teilen zusammen: Im folgenden Abschnitt wird die Korrektur zur 
dritten Ordnung aus analytischer Sicht beleuchtet und im Anschluss daran werden syntheti-
sche PIV-Bilder eines Lamb-Oseen Wirbels analysiert, um das entwickelte Verfahren zu vali-
dieren. 
 
 
Mathematische Grundlagen 

 

Die Auswertung von PIV-Bildern mit Standardverfahren geht von einer geradlinigen gleich-
förmigen Bewegung der Partikel aus. Dabei verbindet das Verschiebevektorfeld erster Ord-
nung Anfangs- und Endpunkt auf einer Bahn ohne Krümmung. Dies ist der kürzeste mögli-
che Abstand, folglich ist es wahrscheinlich, dass  bei komplexen Strömungen der tatsächli-
che Weg länger ist. Der Betrag des Verschiebevektors wird also im Allgemeinen unter-
schätzt. Nimmt man an, dass die tatsächliche Bahn in guter Näherung durch eine Kreislinie 
wiedergegeben werden kann, dann ist die systematische Abweichung abhängig vom Radius 
R und vom überstrichenen Winkel des Kreissegmentes ξ, wie in Abb. 2 dargestellt. 
Benachbarte Verschiebevektoren, die zwei Punkte auf derselben Kreislinie verbinden kön-
nen benutz werden, um Ursprung und Radius des Kreises zu finden. Das Ziel ist es einen 
Vektor δ1 mit r  0  zu finden, der folgende Bedingung erfüllt: 
 1 2       (1) 

Unter dieser Bedingung liegen alle vier Punkte (Start- und Endpunkt des Verschiebevektors 
und des Nachbarn) auf einem Kreisbogen, der die wahrscheinlichste Bahn mit konstanter 
Krümmung repräsentiert. Aufgrund des endlichen Gitterabstandes der Datenpunkte erscheint  
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Abb. 2: Verschiebevektor erster und zweiter Ord-
nung. 

Abb. 3: Korrektur zur Genauigkeit dritter Ord-
nung. 

 

es sinnvoll das Geschwindigkeitsfeld in eine Reihe (bis zur ersten Ordnung) zu entwickeln, 
um den benachbarten Vektor zu beschreiben: 
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So kann zwischen den Datenpunkten interpoliert werden. Mit Gl. (2) ergibt sich folgende Be-
ziehung für den Verschiebevektor ΔX(1) (X0,Y0)  und dessen Nachbarn bei (X0,Y0)+ δ1: 
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Somit ergibt sich der Winkel β1 wie folgt: 
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Wobei  (U0,V0) die Komponenten des Verschiebevektors erster Ordnung sind and UX, UY, VX, 
und VY die entsprechenden Ableitungen nach X oder Y bedeuten. Der Winkel φ  gibt die Ori-
entierung des Verschiebevektors erster Ordnung an. β1 ist nicht explizit in Gl. (4) gegeben, 
kann aber im konkreten Fall numerisch ermittelt werden. Aus β1 ergibt sich dann der Kreisra-
dius wie folgt: 
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Für den Bogenwinkel ξ gilt: 
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Schließlich ergibt sich der Verschiebevektor dritter Ordnung zu: 
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Der Betrag des Vektors in Gl. (7) wurde von der Länge der Sehne zur Bogenlänge vergrö-
ßert und der Winkel ist so gedreht, dass der Vektor tangential zum Kreisbogen orientiert ist. 
Für 3D-PTV oder tomographische PIV kann derselbe Ansatz verwendet werden: Ein be-
nachbarter Vektor, der Gl. (1) erfüllt wird genutzt, um die Korrektur zur dritten Ordnung 
durchzuführen. Zusätzlich müssen die Vektoren δ1 und δ2 aus Abb. 3  in einer Ebene liegen. 

 

Synthetisches Beispiel: Lamb-Oseen Wirbel 

 
Der Lamb-Oseen Wirbel ist ein häufig verwendetes Model in der Strömungsmechanik. Die 
Umfangsgeschwindigkeit eines solche Wirbels Vφ stellt sich wie folgt dar: 
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 (8) 

Γ ist die Gesamzirkulation und rc bezeichnet den Wirbelkernradius. Die Radialgeschwindig-
keit ist Null, somit sind die Bahn- und Stromlinien ideale Kreise. Folglich sollten die Ver-
schiebefelder nach der Korrektur dritter Ordnung frei von systematischen Fehlern sein. Um 
diese These zu verifizieren werden im Folgenden synthetische PIV-Bilder mit Fensterkorrela-
tion, gemittelter Fensterkorrelation und mit Single-Pixel Ensemble-Korrelation analysiert. 
 

Fensterkorrelation 

Abbildung 4 zeigt im linken Teil ein momentanes Vektorfeld, welches mit Fensterkorrelation 
berechnet wurde (DaVis8.1, LaVision GmbH). Der simulierte Wirbel hat einen Kernradius 
von rc = 20 px  und eine Gesamtzirkulation von Γ= 104 px2. Daraus ergibt sich eine maximale 
Verschiebung von 36 px. Solch große Verschiebungen sind für Geschwindigkeitsmessungen 
mit hoher Genauigkeit erforderlich. Die dazugehörige Umfangsgeschwindigkeit ist im rechten 
Teil von Abb. 4  für drei verschiedene Wirbelstärken (Γ= [1,000; 5,000; 104] px²) und je zwei 
Auswertefenstergrößen (8 × 8 px und 16 × 16 px) dargestellt.  
Aus Abb. 5 lassen sich folgende Schlussfolgerungen ableiten: (1) für den Testfall mit gerin-
ger Verschiebung (3.6 px) beträgt der maximale systematische Fehler etwa 0.01 px, was in 
der Größenordnung des Zufälligen Fehlers ist. (2) Im Bereich starker Gradienten (r < 30 px) 
sind kleine Auswertefenster erforderlich, um die Verschiebungen zuverlässig zu bestimmen. 
(3) Die Korrektur zur Genauigkeit dritter Ordnung führt im Falle der kleineren Auswertefens-
ter (8 × 8 px) zu einem deutlich reduzierten systematischen Fehler. 

Gemittelte Fensterkorrelation 

Um die Eignung der entwickelten Methode für die Korrektur gemittelter Felder zu demonstrie-
ren, wurden 100 PIV-Bildpaare eines stationären Lamb-Oseen Wirbels mit gemittelter Fens-
terkorrelation (sum-of-correlation) ausgewertet. Wie zuvor ist der Kernradius von rc = 20 px  
und eine Gesamtzirkulation von Γ= 104 px2. Abbildung 5 zeigt im linken Teil ein mittleres Ver-
schiebevektorfeld und im rechten Teil die dazugehörige Umfangsgeschwindigkeit für drei 
verschiedene Wirbelstärken und eine Auswertefenstergrößen von 8 × 8 px. 
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Aus Abb. 5 ist ersichtlich, dass die Korrektur aus Gleichung (7) auch bei gemittelter Fenster-
korrelation zu einer deutliche Reduzierung des systematischen Fehlers führt. Andererseits 
fällt auf, dass im Bereich starker Gradienten (r < 30 px) immer noch eine Abweichung zu den 
simulierten Werten besteht. Dieser systematische Fehler entsteht durch die endliche Größe 
der Auswertefenster. 

Single-Pixel Ensemble-Korrelation 
Single-Pixel Auswertung analysiert eine große Zahl von PIV-Bildpaaren und steigert dadurch 
die räumliche Auflösung und deren Dynamik (Kähler et al, 2012). Somit lassen sich auch 
Bereiche mit großen Gradienten sicher auswerten. Die Single-Pixel Ensemble-Korrelation 
wurde zuerst von Westerweel et al (2004) für die Untersuchung stationärer laminare Strö-
mung eingesetzt. In den letzten Jahren wurde das Verfahren für die Analyse von periodi-
schen Strömung (Billy et al, 2004), makroskopischer laminaren, transitionellen und turbulen – 

auf der Grundlage der Arbeit von Kähler et al (2006) – gezeigt, wie Reynolds Spannungen in 
turbulenter Strömung aus der Form der Korrelationsfunktion ermittelt werden können 
(Scharnowski et al, 2012). 
Für die Single-Pixel Auswertung wird die Korrelationsfunktion C(ξ,ψ,X,Y)  für jeden Pixel aus 
den ersten A(X,Y) und zweiten Bildern B(X,Y)  eines Ensembles aus Bildpaaren wie folgt 
berechnet:  

  
       

   
1

, , , ,

, , ,
, ,

N

n n

n

A X Y A X Y B X Y B X Y

C X Y
A X Y B X Y

   

 
   



           


  


 (9) 

für die Standardabweichung gilt: 
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  (10) 

(X,Y) sind die dskreten koordinaten der Bildebene und  (ξ,ψ) sind die Koordinaten  der Korre-
lationsebene. Aus der Position des Maximums der Korrelationsfunktion wird die mittlere Ge-
schwindigkeit mit erster Ordnung Genauigkeit bestimmt. Genauigkeit zweiter Ordnung kann 
dadurch erreicht werden, dass der Verschiebevektor in die Mitte zwischen Start- und End-
punkt verschoben wird (Scholz and Kähler, 2006). Genauigkeit dritter Ordnung erfordert eine 
Korrektur der Verschiebevektoren erster Ordnung mit Gl. (7). 
Abbildung 6 zeigt im linken Teil ein mittleres Vektorfeld berechnet mit der Single-Pixel En-
semble-Korrelation. Der simulierte Wirbel hat auch hier einen Kernradius von rc = 20 px  und 
eine Gesamtzirkulation von Γ= 104 px2. Die dazugehörige Umfangsgeschwindigkeit ist im 
rechten Teil von Abb. 6  für drei verschiedene Wirbelstärken (Γ= [1,000; 5,000; 104] px²) dar-
gestellt. 
Abbildung 6 zeigt deutlich, dass die Korrektur zur Genauigkeit dritter Ordnung auch im Fall 
von Single-Pixel Ensemble-Korrelation zu einer deutlichen Steigerung der Genauigkeit führt. 
Sogar für den Bereich stärkster Gradienten (r < 30 px) konnte der systematischer Fehler 
durch die Korrektur vollständig eliminiert werden. 
In Abb. 7 ist die Differenz der Beträge (links)  und Orientierung (rechts) zwischen dritter und 
erster (oben) sowie zwischen dritter und zweiter Ordnung (unten) dargestellt. Bei der Genau-
igkeit erster Ordnung wird die Umfangsgeschwindigkeit unterschätzt (Abb. 7a) und die be-
rechneten Stromlinien sind nach innen gekrümmt, was durch das positive Vorzeichen der 
Winkelkorrektur in Abb. 7b ersichtlich ist. Die Genauigkeit zweiter Ordnung liefert korrekte 
Ergebnisse für die Orientierung der Verschiebevektoren, jedoch ist die Vektorlänge fehlerbe-
haftet. Im Kern des Wirbels (r < 20 px) wird die Geschwindigkeit überschätzt und im Außen-
bereich unterschätzt. Diese Ergebnisse stimmen mit den theoretischen Überlegungen im 
Abschnitt „Mathematische Grundlagen“ überein. 
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Abb. 4: Links: Verschiebevektorfeld mit Genauigkeit dritter Ordnung eines synthetischen Lamb-
Oseen Wirbels berechnet mit Fensterkorrelation (16 × 16 px). Rechts: zugehörige Umfangsge-
schwindigkeit mit Genauigkeit erster, zweiter und dritter Ordnung für drei verschiedene Wirbelstär-
ken. 

  
Abb. 5: Links: Verschiebevektorfeld mit Genauigkeit dritter Ordnung eines synthetischen Lamb-
Oseen Wirbels berechnet mit gemittelter Fensterkorrelation (8 × 8 px). Rechts: zugehörige Umfangs-
geschwindigkeit mit Genauigkeit erster, zweiter und dritter Ordnung für drei verschiedene Wirbelstär-
ken.  

  

Abb. 6: Links: Verschiebevektorfeld mit Genauigkeit dritter Ordnung eines synthetischen Lamb-
Oseen Wirbels berechnet mit Single-Pixel ensemble-Korrelation. Rechts: zugehörige Umfangsge-
schwindigkeit mit Genauigkeit erster, zweiter und dritter Ordnung für drei verschiedene Wirbelstär-
ken.  
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Abb. 7: Systematischer Abweichung des Betrages (links) und des Winkels (rechts) des Vektorfeldes 
erster (oben) und zweiter Ordnung (unten). 

 

Schlussfolgerungen 

Mit der vorgestellten Methode können 2-D und 3-D Geschwindigkeitsfelder aus PIV-Daten 
mit Genauigkeit dritter Ordnung berechnet werden. Dieser Fortschritt ist in besondere für die 
Analyse von PIV-Bildern wichtig, die mit geringer optischer Vergrößerung aufgenommen 
wurden. Die entwickelte Methode wurde an synthetischen Daten getestet und führt sowohl 
für Fensterkorrelation als auch für Single-Pixel Ensemble-Korrelation zu einer deutlichen 
Reduzierung der Messunsicherheit. 
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